CAPITULO 9

VETOR GRADIENTE:
INTERPRETACAO GEOMETRICA

9.1 Introducao

Dada a fungao real de n variaveis reais,

f:Dom(f)CR" — R
X = (x1,m0,...,xp) = f(x1,29,...,2,)

Y

se f possui todas as derivadas parciais de primeira ordem em Xy € Dom(f), definimos
o vetor gradiente de f em X, denotado por V f(Xj), como

Vi = (po, gL o).

Vamos agora nos restringir ao caso em que f é uma funcao diferenciavel e apresentar
a interpretacao geométrica do gradiente de uma funcao de duas e de trés variaveis.

9.2 Vetor Gradiente de uma Funcao de Duas Variaveis:
Interpretacao Geométrica

Considere a fungao

f:Dom(f)CR* — R
X = (z,y) = f(X) = f(z,y)

Suponha que f é de classe C! no aberto A C Dom(f) C R? e seja (o, yo) € A um ponto
pertencente a curva de nivel k£ de f. Suponha ainda que V f(zq, yo) # (0,0). Considere
agora uma curva arbitraria C'; que contém o ponto (g, o), € estd inteiramente contida
na curva de nivel £ de f. (Nao se preocupe agora com a existéncia desta curva. Mais
tarde, veremos que as condig¢bes anteriormente impostas garantem isto). Além disso,
suponha que C' é parametrizada pela fungao

v:Dom(y) CR — RR?
t = () = (x(1),y(1))
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e que v é diferenciavel no intervalo aberto I C Dom(v), onde I é um intervalo que
contém ty, onde ty ¢ tal que y(to) = (xo,y0) € Y(t) € A, para todo ¢t € I. Além disso,
vamos supor que 7 '(tg) # (0,0). Observe que dizer que C' estd inteiramente contida
na curva de nivel k£ de f se traduz em afirmar que

f(y(t) =k, V t € Dom(y)

e, em particular, que
f((t) =k, V t €l C Dom(y) (1)

Derivando os dois lados da equacao (1), obtemos que

SO =5 k), Vel

que, pela regra da cadeia, fornece que

Vi) -7't) = 0, Vtel.

Desta forma, em particular, temos que

V(y(t)) -7 (to) = 0. (2)

Lembrando que 7/(ty) fornece o vetor tangente a curva C' no ponto y(to) = (zo, %),
como supusemos que V f(xo,y0) # (0,0) e ¥'(to) # (0,0), a Equacao (2) acima afirma
que V f(xg,yo) é perpendicular a curva C, no ponto (zg,yp). Como C' é uma curva
arbitraria contida na curva de nivel k£ de f, concluimos que

“ O vetor gradiente de f no ponto (x¢,yo) € perpendicular a curva de nivel de f
que contém o ponto (xo,yo).”

Dizemos assim, que V f(xg,y0) é um vetor normal & curva de nivel k de f, no ponto
(x0,%0)- A equagao cartesiana da reta que contém o ponto (xg, yo) e é paralela ao vetor
V f(zo,yo) é chamada de reta normal a curva de nivel k de f no ponto (zg,vp). A
equacao desta reta é dada por

(l‘, y) = (x0>y0) + )\Vf(fto,yo), A €ER.

Além disso, a reta que contém o ponto (g, yo) e é perpendicular a V f(xg, yo) é chamada
de reta tangente a curva de nivel k de f no ponto (xg,yo). A equagao desta reta é dada
por

V f(xo,v0) - [(x — 20), (y — v0)] = 0.

Lembre-se que ja vimos (Capitulo 2) que se C' é uma curva parametrizada pela funcao
7, entao a equagao paramétrica da reta tangente a esta curva no ponto y(to) = (2o, Yo)
¢ dada por

(z,y) = (w0, 50) + AV '(to), AER.
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O que acabamos de ver, portanto, foi uma nova forma de encontrar a reta tangente de
uma curva, no caso especial em que esta curva esta contida na curva de nivel de uma
funcao.

Exemplo 9.2.1: A curva C, parametrizada pela funcao v : Dom(y) C R — R? é
uma curva que contém o ponto (1,2v/2) e é tal que f(y(t)) = 3, Vt € Dom(v), onde
f(z,y) = o/22 +y2 Seja to € I( aberto ) C Dom(y), tal que y(to) = (1,2v/2) e
v (to) # (0,0). Determine as equagoes da reta normal e da reta tangente a C' no ponto

(1,2V2).

Solugao: Como a curva C é tal que f(y(t)) =3,V t € Dom(y), temos que C esta
contida na curva de nivel 3 de f. Sendo assim, como sabemos que o gradiente de uma
funcao ¢é perpendicular as suas curvas de nivel, vamos determinar o gradiente de f no
ponto (1,2+v/2), pois, desta forma, teremos determinado um vetor perpendicular a C'
no ponto (1,2v/2). Neste caso, temos que

222 + o2 Ty
\/x2+y27 \/:L"2+y2

Vi(r,y) = (

= Vf(1,2v2) = (%¥>

Sendo assim, a equacdo da reta perpendicular a C' no ponto (1, 2v/2) é dada por
(r,y) = (1,2v2) +AVf(1,2v2), A€R

S (ny) = (1,2\/§)+A<%,%§), AER,

e a equacio da reta tangente a C' no ponto (1,2v/2) é dada por
Vi(L2v2) - [(m,y) - (1,2v2)] =0

(%,¥>-<x—l,y—2\/§>20.

Nas figuras abaixo, temos um esbogo do grafico de f, do plano z = 3, da curva C' e da
reta tangente e da reta normal a C' no ponto (1,2v/2). Veja que, como f(y(t)) = 3,
YVt € Dom(7), a intersecao do gréfico de f com o cilindro cuja diretriz e a curva C' e
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cuja geratriz é paralela ao eixo z, esta contida no plano z = 3.

Q©

9.3 Vetor Gradiente de uma Funcao de Trés Variaveis:
Interpretacao Geométrica

Vamos agora repetir o mesmo raciocinio para o caso em que n = 3.

Para isto, considere a fungao

f:Dom(f)CR® — R
X:(x,y,z) = f(X):f(l',y,Z)

Suponha que f é de classe C! no aberto A C Dom(f) C R? e seja (g, %o, 20) € A um
ponto pertencente a superficie de nivel k£ de f. Suponha ainda que V f(xq, yo, 20) #
(0,0,0). Considere agora uma curva arbitrdaria C, que contém o ponto (xg, Yo, 20), €
estd inteiramente contida na superficie de nivel k de f. Além disso, suponha que C' é
parametrizada pela funcao

v:Dom(y) CR — R3
t —>

e que vy é diferencidvel no intervalo aberto I C Dom(vy). Vamos supor ainda que
o ponto ty € I C Dom(y) tal que y(to) = (o, Yo, 20) possui a propriedade de que

=/

7 '(to) # (0,0,0). Observe que dizer que C' estd inteiramente contida na superficie de
nivel k£ de f se traduz em afirmar que

f(v(@)) =k, V t € Dom(y).
e, em particular, que
f(v(¥) =k, V t €l C Dom(y) (3)

Derivando os dois lados da equagao (3), obtemos que

) = Sk, Ve
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que, pela regra da cadeia, fornece que

V@) -7'(t) = 0, Vitel.

Desta forma, em particular, temos que

Vi(v(t)) -7 (to) = 0.

Como supusemos que V f(zg, Yo, 20) # (0,0,0) e 7 '(t9) # (0,0,0), a equagao acima
afirma que V f(xo, vo, 20) € perpendicular & curva C, no ponto (xg, %o, 20). Como C' é
uma curva arbitraria contida na superficie de nivel k de f, concluimos que

“ O wvetor gradiente de f no ponto (xo, Yo, 20) € perpendicular a qualquer curva que
contém este ponto e estd inteiramente contida na superficie de nivel de f que contém
o ponto (o, Yo, 2z0). Portanto, o gradiente de f no ponto (xg, Yo, 20) € perpendicular a
superficie de nivel de f que contém este ponto.”

Dizemos assim que V f(zg, Yo, 20) € um vetor normal a superficie de nivel k de f, no
ponto (xg, Yo, 20). A equagao da reta que contém o ponto (zg,yo,20) € é paralela ao
vetor V f(xg, Yo, 20) é chamada de reta normal & superficie de nivel k£ de f no ponto
(%0, Y0, 20). A equagao desta reta é dada por

(ill',y, "7’) = (:C()ayOa ZO) + Avf<x07y0720)7 A eR.

Além disso, o plano que contém o ponto (xg, yo, 20) € é perpendicular a V f(zo, yo, 20) é
chamado de plano tangente a superficie de nivel k de f no ponto (g, yo, 20). A equagao
deste plano é dada por

V f (o, Yo, 20) - [(z — 20), (¥ — o), (2 — 20)] = 0.

Exemplo 9.3.1: Determine as equagoes do plano tangente e da reta normal a su-
perficie S dada por zyz + 2 + y3 + 2% = 3z, no ponto (1, —1,2).

Solugao: Considere a funcao f dada por
fla,y,2) =wyz+2° +4° + 2° =32 (2,y,2) € R,

Neste caso, temos que a superficie S é a superficie de nivel 0 de f. Desta forma, como
o gradiente é perpendicular as superficies de nivel da funcao, o gradiente de f no ponto
(1,—1,2) é perpendicular a superficie S. Sendo assim, vamos calcular o gradiente de

f.

Vf(z,y,2) = (yz+3m2, rz + 3y*, xy—|—3z2—3)

= Vf(1,-1,2) = (1,5,8).
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Portanto, o plano tangente a superficie S no ponto (1, —1,2) é dado por

Vf(l,—1,2)-[(x,y,z)—(1, -1, 2)]
= (1,5,8) - (z—1Ly+1,2—2)=0
= z—1+5y+1)+8(z—2)=0.

Nas figuras abaixo temos um esbogo da superficie S e do plano tangente a superficie
S no ponto (1, —1,2).

Q©

Concluimos que o gradiente de uma fungao de duas variaveis é perpendicular as curvas
de nivel desta funcao e que o gradiente de uma funcao de trés variaveis é perpendicular
as superficies de nivel desta funcao. Da mesma forma, de um modo geral, temos que
o gradiente de uma funcao de varias varidveis é perpendicular aos conjuntos de nivel
desta funcao.

A seguir, vamos fazer uma observacao envolvendo a equacao de plano tangente a su-
perficie de nivel que acabamos de aprender com a equacao de plano tangente a gréafico
de funcao, vista no capitulo de diferenciabilidade.

Observagao 9.3.1: Seja g : Dom(g) € R? — R uma fungao de classe C' no aberto
A C Dom(g). Considere o ponto (zg,y0) € A e seja zo = g(zo,¥p). Vimos na aula
de derivada (Parte 7) que, como g é derivavel em (zg,yo) (pois é de classe C' no
aberto A que contém (z,yo)), entdo o grafico de g possui plano tangente no ponto

(x()a Yo, Zo) = (90073/0,9(3507%))7 o qual ¢ dado por
0 0
2 = g(zo,y0) + %(wo,yo)(ﬂﬁ —x) + 8_5(550, Y0) (Y — Yo)-

Considere agora a fungao f definida por f(z,y, z) = g(x,y)—2z, (x,y,z) € Dom(g) xR.
Com a defini¢ao da fungao f, observe que o grafico da fungao g dado de forma explicita
pela equagao z = g(z,y), também pode ser dado de forma implicita através da equagao
f(z,y, z) = 0; ou seja, o gréfico de g é a superficie de nivel 0 de f. Portanto, toda curva
C inteiramente contida no grafico de g, também esta inteiramente contida na superficie
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de nivel 0 de f. Além disso, note que, se (o, Yo, 20) pertence a superficie de nivel 0 de
f, entdo zg = f(xg,yo). Desta forma, temos que V f(z¢,yo, 20) também é normal ao
grafico de g no ponto (g, o, z0). Sendo assim, utilizando a equagao do plano tangente a
superficie de nivel de f que contém o ponto (xg, Yo, 20), também deveriamos encontrar
a equacao do plano tangente ao grafico de g no ponto (xg, %o, 20). De fato, é isto
que acontece. Realmente, uma vez que V f(zq, o, 20) = @(xg,yo), 8_5(%’ Yo), —1>,

Ox

segue que a equacgao do plano tangente a superficie de nivel de f que contém o ponto
(o0, Yo, 20) € dada por

V f (w0, Y0, 20) - [(x — 20), (¥ — Y0), (2 — 20)] = 0
g (%(%;?Jo)a 2—5(170790)7 —1) (@ —20), (¥ — ¥0), (2 — g(w0,90))] = 0

& g—i(mo, yo)(x — ) + g—i(xo, Yo)(y — yo) — (2 — g(x0,90)) =0

0 0
& 2= g(xo,y0) + a—i(xoyyo)(x —xo) + 8_5(%’%)@ — o),

conforme se esperava.

Exemplo 9.3.2: Considere a superficie S dada por z = zy + 23 + y®. Determine a
equacao do plano tangente a .S no ponto (1,2, 11), pela duas formas mencionadas acima.

Solugao:

1% forma: Neste caso, vamos trabalhar com a funcao g dada por g(z,y) = zy+23+17°,
(z,y) € R? e utilizar a férmula de plano tangente ao grafico de uma fungao, pois S é o
grafico de g. De fato, Gr(g) = {(x,y,zy + 2* + y*) € R* | (x,y) € R?}, o que significa
que o grafico de g é determinado pela equacao z = xy + 2% + y®. Sendo assim, temos
que o plano tangente ao grafico da fungao g no ponto (1,2,11) é dado por

z = g(l,2)—|—%(1,2)(m—1)—1—2—5(1,2)@—2).

Desta forma, como ¢ (1,2) =11 e

dg . 2 dg .
a:E(yc,y) = y+3x :>ax(1,2)—5
dg . 2 dg .
2y (x,y) = z+3y :>8x (1,2) =13

Portanto, o plano tangente ao grafico da fun¢ao g no ponto (1,2,11) é dado por
z = 11+5(x—1)+13(y—2).

2% forma: Neste caso, vamos trabalhar com a funcdo f dada por f(z,y) = zy +
23+ 9% — 2z, (z,y,2) € R? e utilizar a férmula de plano tangente & superficie de nivel
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de uma fungdo, pois S é a superficie de nivel 0 f. De fato, So(f) = {(z,y,2) €
R3 | zy+ 23 +y> — 2 = 0}, o que significa que a superficie de nivel 0 de f é determinada
pela equacao z = xy + 2° + y. Sendo assim, temos que o plano tangente a superficie
de nivel 0 de f no ponto (1,2,11) é dada por

Vf(1,2,11) - [(z,y,2) — (1,2,11)] = 0.

Vamos entao calcular o gradiente de f.

Vi(x,y,z) = (y+3x2,x+3y2,—1).

= Vf(1,2,11) = (5, 13, —1).
Portanto, a equacao do plano tangente pedida é dada por

(5,13, =1) - [(z,y,2) — (1,2,11)] =0
= (5,13, -1)-(z—1,y—2,2—11)=0
= S(x—1)+13(y—2)—1(x—11)=0.

Q©

Observagao 9.3.2: No exemplo anterior, vimos um caso em que o grafico de uma
funcao ¢ coincidia com uma superficie de nivel de uma funcao f. Também podemos
determinar o plano tangente ao grafico de uma dada funcao ¢, utilizando o procedi-
mento de determinar o plano tangente a uma superficie de nivel de uma nova funcao
f criada, desde que o grafico de g esteja contido em uma superficie de nivel da nova
funcao, pois, neste caso, também teremos que toda curva C' inteiramente contida no
grafico de g, também estard inteiramente contida na superficie de nivel em questao.
Confira o exemplo a seguir.

5
Exemplo 9.3.3: Considere a fun¢ao g dada por g(x,y) = 6\/9 — 922 — 492, Deter-
. - ) 2 2

mine a equacao do plano tangente ao grafico de g, no ponto 3’ 1,9 §’1 , pela
duas formas mencionadas acima.

Solucao:

1* forma: Neste caso, vamos trabalhar com a fungao g dada e utilizar a féormula de
plano tangente ao grafico de uma fungao. Sendo assim, temos que o plano tangente ao

2 2
grafico da funcao g no ponto (5’ 1,9 (5’ 1)) ¢é dado por

) EEE D S E
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2 5
Desta forma, como g (5’ 1) =3 e

dg 15 x dg (2

—= = —— =—=|=-,1]=-5
5z (=Y) 20022 4y2 Oz (3’ )

dg 10 x dg (2 10
= = = =2 (Z1)=-=

2 2
Portanto, o plano tangente ao grafico da funcao g no ponto <§, 1,9 (5’ 1)) ¢ dado

por

5
2% forma: Neste caso, elevando a equagao z = 6\/ 9 — 922 — 492 ao quadrado, ficamos

com 3622 = 225 — 22522 — 100y?. Fizemos isto para evitar a raiz. Considere entdo a
funcao f dada por

f(z,y,2) = 22522 + 100y 4 3622 — 225.
Observe que o grafico da funcao g estd contido na superficie de nivel 0 da fungao
f. Utilizando entao o fato de que o gradiente de uma fungao é perpendicular a suas
superficies de nivel, temos que o gradiente de f no ponto by
a superficie de nivel 0 de f neste ponto. Desta forma, a equagao do plano tangente a

2 5
superficie de nivel 0 de f no ponto (5’ 1, 6) ¢ dada por

v/ @12) - {(x,y,z) - @12)} _0.

Porém, como o grafico da funcao g estd contido na superficie de nivel 0 da funcao f, a
equacao acima também é a equacao do plano tangente ao grafico da funcao g no ponto

2 5
(g, 1, 6) Vamos entao calcular o gradiente de f.

5
1, —) é perpendicular

Vf(x,y,z) = (450, 200y, 72z).

2 5
= Vf (3’1’6> = (300, 200, 60).
Portanto, a equacgao do plano tangente pedida ¢ dada por
2 5
(300, 200, 60) - {(a:,y,z) — (5, 1’6)1 =0

2 5
= (15,1 Nz=Zy—-1,2-2)=
(57 073) ('r 37y 7Z 6) 0

oo ) wao s (e F) o
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Nas figuras abaixo temos um esbogo da superficie S e do plano tangente a superficie

2 5
S to [ =,1,=).
no ponto (3, ’6>

X

Q

Observacao 9.3.2: Considere duas superficies S; e Sy dadas, respectivamente, pelas
equagoes fi(z,y,z) = 0 e fo(z,y,2) = 0, onde f; e fy sao supostas de classe C*
no aberto A C R3. Suponha que (zg,%0,20) € A é um ponto pertencente a S; e
a Sy e que V fi(zo,v0,20) X Vfa(xo,y0,20) # (0,0,0). Considere agora uma curva
C, parametrizada pela funcao v : Dom(y) € R — R3, contida na intersegao das
superficies S; e Sy. Seja ty € I( aberto ) € Dom(y) e suponha que v(ty) = (%o, Yo, 20)
e 7 '(to) # (0,0,0). Desta forma, como o vetor 7 '(t) é tangente a curva C' no ponto
v(to) = (0, Yo, 20), temos que ele é perpendicular a ambos os vetores V fi(xo, 4o, 20) €
V fa(xo, Yo, 20), uma vez que V f;(zo, Yo, 20) é perpendicular a qualquer curva contida
em S;, pois S; é uma superficie de nivel de f; (i = 1,2). Portanto, o vetor +/(to) é
paralelo ao vetor V fi(zo, yo, 20) X V f2(70,%0,20) (em R3 podemos ter, no mdximo,
trés vetores linearmente independentes). Sendo assim, a equagao da reta tangente a C
no ponto y(ty) = (xo, Yo, 20) ¢ dada por

(,y,2) = (20,%0,20) + A (Vfi(xo, Yo, 20) X V fa(xo, Y0, 20)), A€ R.

Exemplo 9.3.4: A curva C, imagem da fungio v : Dom(y) C R — R3, estd contida
na intersecao das superficies S;, dada pela equacao 22 + 2y* + z = 4, e S,, dada pela
equacao r°+y+z = 3. Sabe-se que ty € I( aberto ) € Dom(v) é tal que y(to) = (1,1,1)
e 7/(t0) 7é (07 07 O)'

a) Determine a reta tangente a curva C' no ponto v(to).
b) Determine uma curva C' nas condigoes acima.

Solucao:
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a) Considere as fungoes f e g dadas por

fl@,y,2) =2+ 2% +2—4; (z,y,2) € R

g(x,y,z) =2 +y+2-3; (v,y,2) €R?

Neste caso, temos que a superficie S; é a superficie de nivel 0 de f e a superficie
Sy, € a superficie de nivel 0 de g. Desta forma, como o gradiente de uma fungao é
perpendicular as suas superficies de nivel, Vf(1,1,1) é perpendicular a superficie S;
no ponto (1,1,1) e Vg(1,1,1) é perpendicular a superficie Sy no ponto (1,1,1). Como
a curva C estd contida na interse¢do das superficies Sy e Sy, Vf(1,1,1) e Vg(1,1,1)
sao ambos perpendiculares a curva C' no ponto v(ty) = (1,1,1). Isto significa que
Vf(1,1,1) e Vg(1,1,1) sdo ambos perpendiculares ao vetor tangente a curva C' no
ponto y(tp) = (1,1,1), o qual é dado por 7 '(ty). Portanto, conforme ja observado,
+'(to) é paralelo ao produto vetorial Vf(1,1,1) e Vg(1,1,1), de modo que a equagao
da reta tangente a C' no ponto y(ty) = (1,1,1) é dada por

(.T,y, Z) = (17 1a 1) + A (Vf(l, 17 1) X Vg(la 17 1)) 3 A S R.
Sendo assim, vamos calcular os gradientes de f e de g no ponto (1,1, 1).

Vi(x,y,z) = (22, 4y, 1) e Vg(z,y,2) = (22, 1, 1)

= Vf(1,1,1)=(2,4,1) eVg(1,1,1) = (2,1, 1).

Desta forma, temos que

i j ok
VF(1,1,1)xVg(1,1,1) = |2 4 1|=(3,0,—6).
2 11

(r,y,2) = (1,1,1)4+A(3,0,—-6), AeR.

b) Como a curva C estd contida na intersegao das superficies S;, dada pela equacao
22+ 2y* + 2z = 4, e Sy, dada pela equagao x* + y + z = 3, os pontos (z,y,2) € C
satisfazem as duas equacoes. Desta forma, isolando z nas equacgoes das superficies,
temos que

z=4—2* -2 ez=3—a*—y

Portanto

1E£+v1+8

1
1 <:>y:10uy:—§.

-2 -0 =3-2"—yeWf-—y-1=0y=

Como a curva C' contém o ponto (1,1, 1), a unica op¢ao é y = 1. Sendo assim,
substituindo y = 1 nas equagoes de S e/ou Sy, segue que

=2 2=2—22
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Portanto, fazendo x = u, temos que uma parametrizacao J para a curva C' é dada por
B(u) = (u,1,2 —u?), u € R.

Observe que utilizando esta parametrizacao, temos que a equacao da reta tangente a
C' no ponto [(ug) = (1, 1, 1) é dada por

(z,y,2) = (1,1, 1)+ A8 (w), A\eR
= (1,1, 1)+ \1,0, -2), \eR,

que coincide com a equagao encontrada no item (a).

Nas figuras abaixo temos um esbogo das superficies Sy, So, da curva C' e da reta
tangente a curva C' no ponto (1,1,1).




